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ДЛЯ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА

БАРЕНБЛАТТА ––– ЖЕЛТОВА ––– КОЧИНОЙ

Т. В. Саженкова,

С. А. Саженков, Е. В. Саженкова

Аннотация. Рассматривается односторонняя задача для псевдопараболического
оператора Баренблатта — Желтова — Кочиной в одномерном случае, снабженная
гладкими начальными данными и однородными граничными условиями. Эта зада-
ча формулируется в виде вариационного неравенства и с физической точки зрения
моделирует нестационарный процесс фильтрации вязкой жидкости в трещинова-
то-пористой галерее с ограничением на модуль скорости фильтрации по трещинам.
Теорема существования слабого обобщенного решения этой задачи известна в ли-
тературе как в одномерном, так и многомерном случаях, и следует из результатов,
полученных М. Пташник (Nonlinear Analysis, 2007, vol. 66, P. 2653–2675) с при-
менением метода штрафа. При этом оператор штрафа выбирался в стандартном
виде, следуя изложению в монографии Ж.-Л. Лионса «Некоторые методы решения
нелинейных краевых задач», М.: Мир, 1972 (теорема 5.1 в гл. 3). В настоящей ста-
тье рассматривается приближенная начально-краевая задача с оператором штрафа
А. А. Каплана и изучается семейство ее решений. Благодаря специфической струк-
туре оператора А. А. Каплана, удается получить повышенную регулярность слабого
обобщенного решения исходной задачи по отношению к ранее известным свойствам
регулярности, а также найти усиленное свойство аппроксимации этого решения
последовательностью решений приближенной задачи с оператором А. А. Каплана.
Кроме этого установлено, что наложенное в исходной задаче одностороннее условие
с уменьшением малого параметра аппроксимации выполняется для приближенного
решения на все более широком множестве пространственной переменной, причем
рост множества происходит монотонно по включению.
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1. Введение

Псевдопараболические уравнения возникают при моделировании ряда при-

родных и индустриальных процессов, например, таких, как фильтрация жидко-

сти в трещиновато-пористых галереях, транспорт тепла в двухтемпературных

термомеханических системах, возникновение, распространение и разрушение

электрических доменов в кристаллических полупроводниках и поглощение рас-

творителя твердыми полимерами. Достаточно обширный обзор современной
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теории псевдопараболических уравнений можно найти в монографии [1] и ста-

тьях [2, 3]. Вместе с этим, вариационные неравенства для псевдопараболических

операторов моделируют указанные и ряд других процессов при наличии одно-

сторонних ограничений, свободных границ и явлений гистерезиса. Исследова-

ния псевдопараболических вариационных неравенств имеют солидную историю,

см., например, монографию [4], статьи [3, 5–8] и приведенные в них ссылки.

Настоящая работа посвящена исследованию вопросов о повышении регу-

лярности и построении усиленной аппроксимации решения следующей задачи.

Положим

K :=
{
φ ∈ H1,2

0 (0, 1) : |∂xφ(x)| ≤ 1 при п.в. x ∈ (0, 1)
}
. (1)

Заметим, что K — выпуклое замкнутое множество в H1,2
0 (0, 1).

Пусть u0 = u0(x) и f = f(x, t) — функции, заданные на отрезке [0, 1] и в

прямоугольнике �T := [0, 1]× [0, T ] соответственно, причем u0 ∈ K, f ∈ C(�T ),

а T > 0 — произвольно фиксированный момент времени. Пусть χ и ν — два

заданных положительных постоянных коэффициента. Пусть �T := (0, 1) ×
(0, T ).

Задача А. В �T требуется найти функцию u = u(x, t), удовлетворяющую

условиям регулярности

u ∈ L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)
, u(·, t) ∈ K при п.в. t ∈ (0, T ), (2a)

вариационному неравенству

s∫

0

1∫

0

(
∂tv(v − u) + χ∂t∂xv∂x(v − u) + ν∂xu∂x(v − u)

)
dxdt

≥
s∫

0

1∫

0

f(v − u) dxdt+
1

2

1∫

0

(|v(x, s) − u(x, s)|2 + χ|∂xv(x, s)− ∂xu(x, s)|2) dx

− 1

2

1∫

0

(|v(x, 0) − u0(x)|2 + χ|∂xv(x, 0)− ∂xu0(x)|2) dx ∀ s ∈ (0, T ], (2b)

в котором v ∈ L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)

— произвольная пробная функция такая, что

∂tv ∈ L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)

и v(·, t) ∈ K при п.в. t ∈ (0, T ), и начальному условию

u(x, 0) = u0(x) (2c)

в смысле сильного следа в L2(0, 1).

Определение 1. Решение задачи А называется слабым обобщенным ре-

шением вариационного неравенства (2b), снабженного начальными данными

(2c).

Имеет место следующее утверждение о корректности задачи А.
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Предложение 1. Для любых заданных u0 ∈ K и f ∈ C(�T ) задача А

имеет единственное решение. При этом решение обладает свойствами регуляр-

ности

u ∈ L∞
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)
, ∂tu ∈ L2

(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)
. (3)

Доказательство. Существование решения и выполнение включений (3)

сразу следуют из рассуждений в доказательстве теоремы 11 в [8]. Пусть u1 и

u2 — два решения, соответствующие одним и тем же заданным функциям u0 и

f . Положим v = (u1 + u2)/2 в вариационных неравенствах (2b) для u1 и u2 и

сложим результаты. После учета начальных данных получаем неравенство

1∫

0

(|u2(x, s) − u1(x, s)|2 + χ|∂xu2(x, s)− ∂xu1(x, s)|2) dx

+

s∫

0

1∫

0

4ν|∂xu2 − ∂xu1|2 dxdt ≤ 0 ∀ s ∈ (0, T ],

откуда u1 = u2, что доказывает утверждение единственности. �

Замечание 1. Вследствие включений (3) вариационное неравенство (2b)

выполняется также в эквивалентной «сильной» версии

s∫

0

1∫

0

(∂tu(v − u) + χ∂t∂xu∂x(v − u) + ν∂xu∂x(v − u)) dxdt

≥
s∫

0

1∫

0

f(v − u) dxdt ∀ s ∈ (0, T ], (4)

поскольку производные ∂tu, ∂t∂xu и вместе с ними первые два слагаемых в левой

(большей) части корректно определены и имеет место формула интегрирования

по частям

s∫

0

1∫

0

((∂tv − ∂tu)(v − u) + χ(∂t∂xv − ∂t∂xu))∂x(v − u) dxdt

=
1

2

1∫

0

(|v(x, s) − u(x, s)|2 + χ|∂xv(x, s) − ∂xu(x, s)|2) dx

− 1

2

1∫

0

(|v(x, 0) − u0(x)|2 + χ|∂xv(x, 0)− ∂xu0(x)|2) dx ∀ s ∈ (0, T ].

Замечание 2. Введем два зависящих от решения множества в �T :

�− := {(x, t) ∈ �T : |∂xu(x, t)| < 1}, �1 := {(x, t) ∈ �T : |∂xu(x, t)| = 1}.
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В смысле теории распределений вариационное неравенство (4) эквивалентно в

�− одномерному уравнению Баренблатта — Желтова — Кочиной

∂tu− χ∂t∂2
xxu− ν∂2

xxu = f. (5)

В �1 уравнение (5) из (4), вообще говоря, не следует.

Напомним, что уравнение (5) описывает динамику неустановившейся филь-

трации однородной жидкости в трещиновато-пористой среде [9, уравнение (10);

10, гл. 11, § 2, уравнение (11.2.10)]. При этом роль искомой функции u выполня-

ет давление в трещинах, f — это внешняя заданная распределенная нагрузка,

ν — коэффициент пьезопроводности среды, χ — коэффициент, сложным обра-

зом характеризующий геометрические и упругие свойства среды. В этих рамках

ограничение |∂xu| ≤ 1 является ограничением на скорость фильтрации по тре-

щинам, поскольку в силу закона Дарси скорость фильтрации пропорциональна

сумме градиента давления и распределенной массовой силы.

Еще отметим, что вопросы корректности начально-краевых задач для урав-

нений типа (5) достаточно подробно изучены в нецилиндрических областях

[11, 12]. Такой областью в принципе может оказаться множество �−, опреде-

ленное в замечании 2.

2. Задача со штрафом: базовые положения

Обратим внимание на то, что утверждение существования решения за-

дачи A в [8]1) проводилось методом штрафа, причем оператор штрафа β :

H1,2
0 (0, 1) 7→ H−1,2(0, 1), следуя [13, гл. 3, § 5.2, теорема 5.1], выбирался в ви-

де

β(u) = J(u− PKu), (6)

где PK : H1,2
0 (0, 1) 7→ K — проектор2) на множество K, а J : H1,2

0 (0, 1) 7→
H−1,2(0, 1) — оператор двойственности, определенный по формуле

〈J(u), v〉 =

1∫

0

(uv + ∂xu∂xv) dx ∀u, v ∈ H1,2
0 (0, 1).

Здесь и далее через H−1,2(0, 1) обозначается сопряженное к H1,2
0 (0, 1) простран-

ство линейных непрерывных функционалов, а через 〈·, ·〉 — скобка двойствен-

ности между H−1,2(0, 1) и H1,2
0 (0, 1). Именно такой выбор оператора штрафа в

сочетании с применением метода Ротэ — Галёркина позволил в [8] установить

не только разрешимость задачи А, но и дополнительные свойства регулярности

(3).

1)Следует уточнить, что в [8] рассмотрено вариационное неравенство более общего вида,
чем (2b), причем постановка задачи была многомерной, а от множества K требовались только
выпуклость, замкнутость и принадлежность ему нулевого элемента.

2)PKu для u ∈ H
1,2
0 (0, 1) есть единственный элемент из K, для которого [13, гл. 3, § 5.2]

‖u− PKu‖
H

1,2
0

(0,1)
≤ ‖u− v‖

H
1,2
0

(0,1)
∀ v ∈ K.
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Мы изучаем приближенную постановку для задачи А с другим операто-

ром штрафа, а именно, с интегральной версией оператора штрафа А. А. Ка-

плана [14] с внутренней регуляризацией, ранее успешно примененной для по-

лучения результатов о равномерном приближении решений многомерных p-

эллиптических и p(x)-эллиптических задач с односторонними ограничениями

[15–17]. Целями рассмотрений в настоящей статье являются нахождение но-

вых повышенных свойств регулярности решения задачи А в дополнение к (3) и

построение семейства приближенных решений, обладающего свойством усилен-

ной аппроксимации. Постановка задачи с оператором штрафа А. А. Каплана

состоит в следующем.

Задача B. При каждом фиксированном ε ∈ (0, 1] в области �T требуется

найти решение uε квазилинейного псевдопараболического уравнения

∂tu
ε − χ∂t∂2

xxu
ε − ν∂2

xxu
ε − 1

ε
∂x

[(
1 +

|∂xuε|2 − 1√
(|∂xuε|2 − 1)2 + ε2+θ

)
∂xu

ε

]
= f, (7a)

удовлетворяющее однородному граничному условию

uε(0, t) = uε(1, t) = 0, t ∈ (0, 1], (7b)

и начальным данным (2c). Значение θ > 0 постоянно.

Уравнение (7a) содержит оператор штрафа А. А. Каплана β
(θ)
ε , действую-

щий из H1,2
0 (0, 1) в H−1,2(0, 1) (при п.в. t ∈ (0, T )) и заданный формулой

β(θ)
ε : φ 7→ −∂x

[(
1 +

|∂xφ|2 − 1√
(|∂xφ|2 − 1)2 + ε2+θ

)
∂xφ

]
(8)

или, эквивалентно,

〈β(θ)
ε (φ), ψ〉 =

1∫

0

(
1 +

|∂xφ|2 − 1√
(|∂xφ|2 − 1)2 + ε2+θ

)
∂xφ∂xψ dx ∀φ, ψ ∈ H1,2

0 (0, 1). (9)

Этот оператор является ограниченным и монотонным [16]. В силу этого имеет

место следующее утверждение о корректности задачи B.

Предложение 2 [18, теоремы 3.2, 4.1]. Пусть f ∈ C(�T ), u0 ∈ K. Пусть

дополнительно u0 ∈ H2,2(0, 1). Тогда для каждого фиксированного ε ∈ (0, 1]

задача B имеет единственное сильное обобщенное решение uε = uε(x, t).

Определение 2. Говорим, что функция uε: �T 7→ R — это сильное обоб-

щенное решение задачи B, если она удовлетворяет уравнению (7a) п.в. в �T ,

начальному условию (2c) всюду на (0, 1) и условиям регулярности

uε, ∂tu
ε ∈ L2

(
0, T ;H1,2

0 (0, 1) ∩H2,2(0, 1)
)
. (10)

Как показано в [16, замечание 4], оператор штрафа β
(θ)
ε сам по себе не

связан с множеством K, но для него имеет место предельное соотношение

β(θ)
ε (φ)−→

ε→0
β(θ)(φ) сильно в H−1,2(0, 1) ∀φ ∈ H1,2

0 (0, 1), (11)
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где оператор β(θ) определяется формулой

〈β(θ)(φ), ψ〉 =

∫

{x:|∂xφ|=1}

∂xφ∂xψ dx+

∫

{x:|∂xφ|>1}

2∂xφ∂xψ dx ∀φ, ψ ∈ H1,2
0 (0, 1).

(12)

Следовательно, β(θ) связан с intK = {φ ∈ K : |∂xφ| < 1 п.в. на (0, 1)} — внут-

ренностью множества K, т. е.
{
φ ∈ H1,2

0 (0, 1) : β(θ)(φ) = 0
}

= intK.

Поскольку оператор β
(θ)
ε не обладает стандартным свойством связанности

с множеством K, применение метода штрафа с его использованием является

несколько более тонким, чем применение хорошо известных процедур, таких,

например, как в [13, гл. 3, § 5, 6]. В связи с этим первым основным результатом

статьи является следующая теорема о сходимости последовательности решений

задачи B к решению задачи А.

Теорема 1. Пусть u0 ∈ K ∩ H2,2(0, 1) и f ∈ C(�T ). Пусть {uε}ε∈(0,1] —

семейство сильных обобщенных решений задачи B, u — решение задачи A, со-

ответствующее заданным u0 и f . Тогда имеет место предельное соотношение

uε−→
ε→0

u слабо⋆ в L∞
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)
. (13)

Доказательство теоремы 1 проведем в виде обоснования следующей по-

следовательности лемм.

Лемма 1. В предположениях предложения 2 семейство сильных обобщен-

ных решений задачи B удовлетворяет первому энергетическому неравенству

‖uε(·, s)‖2L2(0,1) + χ‖∂xuε(·, s)‖2L2(0,1)

+
2

ε

s∫

0

1∫

0

(
1 +

|∂xuε|2 − 1√
(|∂xuε|2 − 1)2 + ε2+θ

)
|∂xuε|2 dxdt ≤ C1 ∀ s ∈ (0, T ], (14)

в котором положительная постоянная C1 зависит от ‖u0‖H1,2
0 (0,1), ‖f‖C(�T ) и T

и не зависит от ε и s.

В частности,

‖uε‖L∞(0,T ;H1,2
0 (0,1)) ≤

√
(1 + 1/χ)C1 ∀ ε ∈ (0, 1]. (15)

Доказательство. Вывод неравенства (14) совершенно стандартный. Сна-

чала домножаем обе части (7a) на 2uε, интегрируем по x и t на (0, 1) × (0, s)

(s ∈ (0, T ] произвольно) и интегрируем по частям по x один раз во всех слага-

емых, содержащих ∂x. Таким образом получаем первое энергетическое тожде-

ство. Затем из этого тождества выводим (14) с помощью неравенства Коши —

Буняковского и леммы Беллмана — Гронуолла. �

Введем в рассмотрение множество

Kδ := {φ ∈ K : |∂xφ|2 ≤ 1− δ п.в. на (0, 1)} (⊂ intK ⊂ K). (16)
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Лемма 2. При каждом фиксированном δ ∈ (0, δ0] (0 < δ0 ≪ 1) имеет место

следующее асимптотическое равенство:

1

ε

〈
β(θ)
ε (v), v − uε

〉
= o(ε1+θ−κ) при ε→ 0 ∀κ ∈ (0, 1), ∀ v ∈ Kδ. (17)

Доказательство. При v ∈ Kδ имеем следующую оценку (см. [16, фор-

мула (3.10)]):

0 < 1 +
|∂xv|2 − 1√

(|∂xv|2 − 1)2 + ε2+θ
≤ ε2+θ

2δ2
п.в. в (0, 1). (18)

Используя эту оценку, оценку |∇xv|2 ≤ 1−δ, первое энергетическое неравенство

(14) и неравенство Коши — Буняковского, выводим

∣∣∣∣
1

ε

〈
β(θ)
ε (v), v − uε

〉∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1

ε

1∫

0

(
1 +

|∂xv|2 − 1√
(|∂xv|2 − 1)2 + ε2+θ

)
∂xv∂x(v − uε) dx

∣∣∣∣∣∣

(18)

≤ ε1+θ

2δ2

1∫

0

|∂x(v − uε)| dx ≤
ε1+θ

2δ2


1 +

1∫

0

|∂xuε| dx




≤ ε1+θ

2δ2


1 +




1∫

0

|∂xuε|2 dx




1/2
 (14)

≤ (1 +
√
C1/χ)

ε1+θ

2δ2
,

откуда сразу следует утверждение леммы 2. �

В силу оценки (15) найдутся подпоследовательность {uεk}k=1,2,... из {uε}ε→0

и предельная функция u ∈ L∞
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)

такие, что

uεk −→
k→∞

u слабо⋆ в L∞
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)
. (19)

Покажем, что u = w- lim
k→∞

uεk удовлетворяет вариационному неравенству

(2b).

Лемма 3. При каждом фиксированном δ ∈ (0, δ0] (0 < δ0 ≪ 1) неравенство

(2b) имеет место для предельной функции u = w- lim
k→∞

uεk и для любой пробной

функции v ∈ L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)

такой, что ∂tv ∈ L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)

и v(·, t) ∈ Kδ

при п.в. t ∈ [0, T ].

Доказательство. Умножаем уравнение (7b) (с ε = εk) на v − uεk , где

v — произвольная пробная функция, удовлетворяющая условиям регулярности

из формулировки леммы, интегрируем по x и t на (0, 1) × (0, s), в левой ча-

сти получающегося равенства интегрируем один раз по частям по x в обоих

интегралах, содержащих ∂2
xx, и, наконец, в левой части добавляем и вычитаем

интегралы

s∫

0

1∫

0

∂tv(v − uεk) dxdt,

s∫

0

1∫

0

χ∂t∂xv∂x(v − uεk) dxdt,
1

εk

s∫

0

〈
β(θ)
εk

(v), v − uεk
〉
dt.
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Таким образом, приходим к интегральному равенству
s∫

0

1∫

0

(∂tv(v − uεk) + χ∂t∂xv∂x(v − uεk) + ν∂xu
εk∂x(v − uεk)) dxdt

− 1

εk

s∫

0

〈
β(θ)
εk

(v)− β(θ)
εk

(uεk), v − uεk
〉
dt

− 1

2

1∫

0

(|v(x, s) − uεk(x, s)|2 + χ|∂xv(x, s)− ∂xuεk(x, s)|2) dx

+
1

2

1∫

0

(|v(x, 0)− u0(x)|2 + χ|∂xv(x, 0)− ∂xu0(x)|2) dx

+
1

εk

s∫

0

〈
β(θ)
εk

(v), v − uεk
〉
dt =

s∫

0

1∫

0

f(v − uεk) dxdt ∀ s ∈ (0, T ]. (20)

Здесь замечаем, что

1

εk

s∫

0

〈
β(θ)
εk

(v)− β(θ)
εk

(uεk), v − uεk
〉
dt ≥ 0 (21)

вследствие монотонности оператора β
(θ)
εk ,

lim inf
k→∞

s∫

0

1∫

0

ν|∂xuεk |2 dxdt ≥
s∫

0

1∫

0

ν|∂xu|2 dxdt (22)

и

lim inf
k→∞


1

2

1∫

0

(|v(x, s) − uεk(x, s)|2 + χ|∂xv(x, s)− ∂xuεk(x, s)|2) dx




≥ 1

2

1∫

0

(|v(x, s) − u(x, s)|2 + χ|∂xv(x, s)− ∂xu(x, s)|2) dx (23)

вследствие хорошо известного свойства полунепрерывности снизу выпуклых

функционалов [19, гл. 1, § 1.1.3; гл. 2, § 2.3, утверждение 2.3.2].

Переходя к пределу вдоль подпоследовательности {uεk}k=1,2,... и учитывая

(17) и (21)–(23), из интегрального равенства (20) в точности выводим (2b) с

пробной функцией, определенной в формулировке леммы. �

Лемма 4. Предельная функция u = w- lim
k→∞

uεk удовлетворяет вариацион-

ному неравенству (2b) для любой функции v ∈ L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)

такой, что

∂tv ∈ L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)

и v(·, t) ∈ K при п.в. t ∈ [0, T ], т. е. для любой пробной

функции из постановки задачи А.

Доказательство. Утверждение леммы 4 сразу следует из леммы 3 в силу

плотности множества
⋃
δ>0

Kδ в K. �
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Лемма 5. Предельная функция u = w- lim
k→∞

uεk принадлежит множеству

K при п.в. t ∈ (0, T ).

Доказательство. Обозначим

ϕk(t) := meas{x : |∂xuεk(x, t)| > 1}. (24)

В (24) и далее через meas Q обозначается мера Лебега какого-либо измеримого

по Лебегу множества Q.

В силу (14) и того, что ϕ2
k(t) ≤ ϕk(t) ≤ 1 ∀ t ∈ [0, T ], справедлива цепочка

неравенств

T∫

0

ϕ2
k(t) dt ≤

T∫

0

ϕk(t) dt ≤
T∫

0

∫

{x:|∂xuεk (x,t)|>1}

|∂xuεk |2 dxdt

≤
T∫

0

1∫

0

(
1 +

|∂xuεk |2 − 1√
(|∂xuεk |2 − 1)2 + εk2+θ

)
|∂xuεk |2 dxdt ≤

C1

2
εk,

из которой следует, что ϕk −→
k→∞

0 сильно в L2(0, T ). В свою очередь, это влечет

ϕk(t) −→
k→∞

0 при п.в. t ∈ (0, T ). (25)

На основании (25) приходим к утверждению леммы методом от противного.

Предположим, что утверждение леммы не выполняется, т. е. найдется множе-

ство ненулевой меры Лебега I ⊂ (0, T ) такое, что meas{x : |∂xu(x, t)| > 1} > 0

при t ∈ I . Возьмем t∗ ∈ I такое, что ϕk(t∗) −→
k→∞

0. Заметим, что в силу (25)

такие значения t∗ составляют множество полной меры в I . Введем в рассмот-

рение множество O(t∗) := {x : |∂xu(x, t∗)| > 1} и в силу (14) заметим, что

uεk(·, t∗) −→
k→∞

u(·, t∗) слабо в H1,2
0 (0, 1). (26)

Рассмотрим определенный на H1,2
0 (0, 1) выпуклый дифференцируемый по Гато

функционал

φ 7→
∫

O(t∗)

(|∂xφ|2 − 1)+ dx,

где через (. . . )+ обозначена срезка снизу: ψ+ = max{ψ, 0} (∀ψ ∈ R), а t∗ яв-

ляется параметром. В силу хорошо известных положений выпуклого анализа

[20, гл. 1, разд. 2.2] этот функционал является слабо полунепрерывным снизу.

Отсюда и из (25), (26) выводим, что

0
(25)
= lim inf

k→∞

∫

O(t∗)

(
|∂xuεk(x, t∗)|2 − 1

)
+
dx

(26)

≥
∫

O(t∗)

(|∂xu(x, t∗)|2 − 1)+ dx
(строго!)

> 0.

Итак, получили строгое неравенство 0 > 0 и тем самым пришли к противоре-

чию. Лемма 5 доказана. �
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Из лемм 4 и 5 и включения u ∈ L∞
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)

сразу следует, что

функция u = w- lim
k→∞

uεk — это решение задачи А. Остается заметить, что в

силу единственности решения задачи А выбирать подпоследовательность из

{uε}ε→0+ нет необходимости и вся эта последовательность сходится к u, т. е.

выполняется соотношение (13). Теорема 1 полностью доказана.

3. О регулярности и повышенной

аппроксимации решения задачи А

Из теории нелинейных краевых задач с односторонними ограничениями

известно (см., например, [13, гл. 3, § 5.5]), что с помощью уравнений со штра-

фом, в принципе, можно устанавливать не только разрешимость вариационных

неравенств, но и дополнительную регулярность их решений. В этом разделе по-

кажем, что таким замечательным свойством обладает уравнение (7a), система-

тический анализ которого позволяет найти повышенную регулярность решения

u задачи A благодаря специфической структуре оператора β
(θ)
ε . Одновременно

получим свойство усиленной аппроксимации в сравнении со свойствами, кото-

рые доставляет использование «канонического» оператора (6).

В дополнение к первому энергетическому неравенству (14) построим систе-

му равномерных по ε оценок семейства {uε}ε∈(0,1] сильных обобщенных решений

задачи B.

Лемма 6. В предположениях предложения 2 семейство сильных обобщен-

ных решений задачи B удовлетворяет второй энергетической оценке

‖∂xuε‖2L∞(0,T ;H1,2(0,1)) +
2

ε

T∫

0

1∫

0

(
1 +

|∂xuε|2 − 1√
(|∂xuε|2 − 1)2 + ε2+θ

)∣∣∂2
xxu

ε
∣∣2 dxdt

+ 4ε1+θ

T∫

0

1∫

0

|∂xuε|2
[(
|∂xuε|2 − 1)2 + ε2+θ

]3/2
∣∣∂2

xxu
ε
∣∣2 dxdt ≤ C2, (27)

в которой положительная постоянная C2 зависит от ‖∂xu0‖H1,2(0,1), ‖f‖C(�T ), χ

и T и не зависит от ε.

Доказательство. Вывод оценки (27) аналогичен выводу оценки (14): обе

части (7a) умножаем на 2∂2
xxu

ε, интегрируем по x и t на (0, 1) × (0, s), где

s ∈ (0, T ], интегрируем по частям по x один раз в слагаемом, содержащем вы-

ражение ∂tu
ε∂2

xxu
ε. Таким образом получаем второе энергетическое тождество,

из которого затем выводим (27) с помощью неравенства Коши — Буняковского

и леммы Беллмана — Гронуолла. �

Лемма 7. Имеют место оценки

‖uε‖L∞(0,T ;H2,2(0,1)) ≤
√

(1 + 1/χ)C1 + C2 ∀ ε ∈ (0, 1], (28)

‖uε‖L∞(0,T ;H1,∞(0,1)) ≤ C3 ∀ ε ∈ (0, 1], (29)
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где положительная постоянная C3 не зависит от ε. Иными словами, семейство

{uε}ε∈(0,1] равномерно ограничено в L∞(0, T ;H2,2(0, 1)) и в L∞(0, T ;H1,∞(0, 1)).

Доказательство. Оценка (28) сразу следует из (14) и (27). Оценка (29)

вытекает из (14), (27) и теоремы вложения Соболева [21, гл. I, § 8, теорема 1].

При этом постоянная C3 имеет вид C3 = (
√
C1 +

√
C2)Csob, где Csob — это

положительная постоянная из теоремы вложения Соболева, более точно, это —

норма линейного оператора естественного вложенияH1,2(0, 1) в C[0, 1], которая,

очевидно, не зависит от ε. �

Лемма 8. Предположим дополнительно, что выполняется условие

u0 ∈ Kγ (Kγ определяется по формуле (16) с δ = γ) (30)

с некоторой постоянной γ ∈ (0, 1). Тогда имеет место оценка

‖∂tuε‖L2(0,T ;H1,2
0 (0,1)) ≤ C4 ∀ ε ∈ (0, 1], (31)

в которой C4 — положительная постоянная, не зависящая от ε.

Доказательство. Умножим обе части уравнения (7a) на ∂tu
ε, проинте-

грируем получающееся равенство по x и t на (0, 1) × (0, s), где s ∈ (0, T ], а

затем проинтегрируем по частям по x в интегралах, содержащих производные

∂t∂
2
xxu

ε, ∂2
xxu

ε и оператор штрафа. В результате приходим к интегральному

равенству

s∫

0

1∫

0

(
|∂tuε|2 + χ|∂x∂tuε|2 + ν∂xu

ε∂t∂xu
ε

+
1

ε

(
1 +

|∂xuε|2 − 1√
(|∂xuε|2 − 1)2 + ε2+θ

)
∂xu

ε∂x∂tu
ε

)
dxdt =

s∫

0

1∫

0

f∂tu
ε dxdt. (32)

В этом интегральном равенстве замечаем, что

s∫

0

1∫

0

ν∂xu
ε∂t∂xu

ε dxdt =
1

2

1∫

0

ν|∂xuε(x, s)|2 dx −
1

2

1∫

0

ν|∂xu0(x)|2 dx, (33)

s∫

0

1∫

0

1

ε

(
1 +

|∂xuε|2 − 1√
(|∂xuε|2 − 1)2 + ε2+θ

)
∂xu

ε∂x∂tu
ε dxdt

=

s∫

0

1

2ε

∂

∂t

1∫

0

(
|∂xuε|2 − 1 +

√
(|∂xuε|2 − 1)2 + ε2+θ

)
dxdt

=
1

2ε

1∫

0

(
|∂xuε(x, s)|2 − 1 +

√
(|∂xuε(x, s)|2 − 1)2 + ε2+θ

)
dx



80 Т. В. Саженкова, С. А. Саженков, Е. В. Саженкова

− 1

2ε

1∫

0

(
|∂xu0(x)|2 − 1 +

√
(|∂xu0(x)|2 − 1)2 + ε2+θ

)
dx. (34)

Подставляя (33) и (34) в (32), получаем интегральное равенство

s∫

0

1∫

0

(|∂tuε|2 + χ|∂x∂tuε|2) dxdt +
1

2

1∫

0

ν|∂xuε(x, s)|2 dx

+
1

2ε

1∫

0

(
|∂xuε(x, s)|2 − 1 +

√
(|∂xuε(x, s)|2 − 1)2 + ε2+θ

)
dx

=

s∫

0

1∫

0

f∂tu
ε dxdt +

1

2

1∫

0

ν|∂xu0(x)|2 dx

+
1

2ε

1∫

0

(
|∂xu0(x)|2 − 1 +

√
(|∂xu0(x)|2 − 1)2 + ε2+θ

)
dx. (35)

Здесь замечаем в левой части, что

1

2ε

1∫

0

(
|∂xuε(x, s)|2 − 1 +

√
(|∂xuε(x, s)|2 − 1)2 + ε2+θ

)
dx ≥ 0, (36)

а в правой части оцениваем
∣∣∣∣∣∣

s∫

0

1∫

0

f∂tu
ε dxdt

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2

s∫

0

1∫

0

f2 dxdt+
1

2

s∫

0

1∫

0

|∂tuε|2 dxdt (37)

и

1

2ε

1∫

0

(
|∂xu0(x)|2 − 1 +

√
(|∂xu0(x)|2 − 1)2 + ε2+θ

)
dx

=
1

2ε

1∫

0

(√
(|∂xu0(x)|2 − 1)2 + ε2+θ − (1− |∂xu0(x)|2)

)
dx

=
1

2ε

1∫

0

ε2+θ

√
(|∂xu0(x)|2 − 1)2 + ε2+θ + (1− |∂xu0(x)|2)

dx
(30)

≤ ε1+θ

2

1∫

0

dx

2γ

=
ε1+θ

4γ

(ε≤1)

≤ 1

4γ
. (38)

Комбинируя (35), (37) и (38), выводим неравенство

s∫

0

1∫

0

( |∂tuε|2
2

+ χ|∂x∂tuε|2
)
dxdt+

1

2

1∫

0

ν|∂xuε(x, s)|2 dx
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+
1

2ε

1∫

0

(
|∂xuε(x, s)|2 − 1 +

√
(|∂xuε(x, s)|2 − 1)2 + ε2+θ

)
dx

≤ 1

2

s∫

0

1∫

0

f2 dxdt+
1

2

1∫

0

ν|∂xu0|2 dx+
1

4γ
, (39)

откуда с учетом (36) при s = T сразу следует (31) с постоянной

C4 =

(
‖f‖2L2((0,1)×(0,T )) + ν‖∂xu0‖2L2(0,1) +

1

2γ

)1/2

.

Лемма 8 доказана. �

Теперь на основании лемм 7 и 8 устанавливаем следующую теорему, кото-

рая является вторым основным результатом статьи.

Теорема 2. Пусть f ∈ C(�T ) и u0 ∈ Kγ∩H2,2(0, 1), γ > 0. Тогда семейство

{uε}ε∈(0,1] сильных обобщенных решений задачи B и решение u задачи A в

дополнение к (13) связаны следующими предельными соотношениями:

uε−→
ε→0

u сильно в C
(
[0, T ];H1,2

0 (0, 1)
)
, слабо⋆ в L∞(0, T ;H2,2(0, 1)), (40)

∂tu
ε−→
ε→0

∂tu слабо в L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)
. (41)

Соответственно решение u задачи А в дополнение к (2a) и (3) обладает повы-

шенным свойством регулярности

u ∈ L∞(0, T ;H2,2(0, 1)). (42)

Доказательство. В силу лемм 7 и 8 по теореме Алаоглу замечаем, что

существует подпоследовательность из {ε → 0} такая, что uε сходится к неко-

торой функции u1 слабо⋆ в L∞
(
0, T ;H2,2(0, 1)

)
и ∂tu

ε сходится к ∂tu1 слабо

в L2(0, T ;H1,2
0 (0, 1)). Далее замечаем, что по теореме компактности Обена —

Лионса — Симона [22] также в силу лемм 7 и 8 существует еще одна подпосле-

довательность такая, что uε сходится к u1 сильно в C
(
[0, T ];H1,2

0 (0, 1)
)
.

После этого вспомним, что по теореме 1 вся последовательность {uε}ε→0

сходится к решению u задачи А. В силу единственности сильного и слабого

пределов на основании этого заключаем, что u1 = u и предельные соотноше-

ния (40), (41) выполняются для всей последовательности {uε}ε→0. Теорема 2

доказана. �

Замечание 3. В случае выпуклого замкнутого множества K достаточно

общего вида и начальных данных u0 ∈ K конструкция штрафа (6) в [8] позволи-

ла автору установить аппроксимацию решения задачи А с помощью семейства

приближенных решений {uα}α>0 в виде предельных соотношений

uα −→
α→∞

u слабо⋆ в L∞
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)
, сильно в L2(�T ), (43)
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∂tuα −→
α→∞

∂tu слабо в L2
(
0, T ;H1,2

0 (0, 1)
)
. (44)

Обратим внимание на то, что усиление свойств аппроксимации решения зада-

чи А с повышением регулярности u0 и конкретизацией множества K в виде (1)

не очевидно в рамках исследований, проведенных в [8].

Сравнивая предельные соотношения (43), (44) с (40), (41), замечаем, что

(40) являются более сильными (регулярными). Это усиление свойств аппрок-

симации, как видно из проведенных выше рассуждений, оказалось возможным

в силу структуры оператора штрафа А. А. Каплана β
(θ)
ε .

4. Одно структурное свойство приближенных решений

Завершая статью, заметим, что семейство {uε}ε∈(0,1] решений задачи B бла-

годаря конструкции оператора штрафа А. А. Каплана обладает одним интерес-

ным структурным свойством, которое заключается в том, что при почти всех

t ∈ (0, T ) при подходящем выборе подпоследовательности {εl → 0} ограниче-

ние |∂xuεl | ≤ 1 выполняется на монотонно возрастающем по включению (при

εl → 0) множестве значений переменной x. Впервые свойство такого рода было

обнаружено в [16] при рассмотрении односторонней задачи для p-лапласиана.

В настоящей статье для псевдопараболического оператора Баренблатта — Жел-

това — Кочиной устанавливаем следующее.

Теорема 3. Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда суще-

ствует возрастающая по включению последовательность3) замкнутых множеств

{Eεl(t)}l=1,2,... ⊂ [0, 1], t ∈ (0, T ), εl −→
l→∞

0, таких, что

(i) Eεl(t) ⊂ O
εl
− (t)

def
= {x ∈ [0, 1] : |∂xuεl(x, t)|2 ≤ 1} при п.в. t ∈ (0, T ),

(ii) meas([0, 1] \ Eεl(t)) ≤ εl−1 при п.в. t ∈ (0, T ).

В частности, meas

(
[0, 1] \

∞⋃
l=1

Eεl(t)

)
= 0 при п.в. t ∈ (0, T ).

Доказательство. Обозначим O
εk
+ (t) := {x : |∂xuεk(x, t)| > 1},

�εk(x, t) :=

{
1 при x ∈ O

εk
+ (t),

0 при x /∈ O
εk
+ (t),

�εk(x, t) := 1− �εk(x, t) ≡
{

1 при x ∈ O
εk
− (t),

0 при x /∈ O
εk
− (t).

Иными словами, x 7→ �εk(x, t) и x 7→ �εk(x, t) — это характеристические функ-

ции множеств O
εk
+ (t) и O

εk
− (t) соответственно при всех t ∈ [0, T ].

Вспомним функцию ϕk, определенную формулой (24), и заметим, что

ϕk(t) =

1∫

0

�εk(x, t) dx =

1∫

0

|�εk(x, t)|2 dx ∀ t ∈ [0, T ]. (45)

3)Возрастание по включению означает, что Eεn (t) ⊂ Eεm(t) при m > n для п.в. t ∈ (0, T ).
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В силу (25) имеем �εk(·, t) −→
k→∞

0 в L2(0, 1) и п.в. на сегменте {0 ≤ x ≤ 1} при

п.в. t ∈ (0, T ). В свою очередь, это означает, что

�εk −→
k→∞

1 п.в. на {0 ≤ x ≤ 1} при п.в. t ∈ (0, T ). (46)

Завершаем доказательство точно так же, как доказательство теоремы 2

в работе [16]. А именно, замечаем, что по теореме Егорова [23, гл. IV, § 3,

теорема 5] при п.в. t ∈ (0, T ) для любого µ > 0 существует такое измеримое

множество Iµ(t) ⊂ {0 ≤ x ≤ 1}, что

meas([0, 1] \ Iµ(t)) < µ, �εk(·, t) −→
k→∞

1 равномерно на Iµ(t). (47)

Возьмем какое-либо µ = εk1 ∈ {εk}k=1,2,... и Iεk1
(t) согласно теореме Егорова.

В силу (47) и того, что �εk принимает только значения 0 и 1 существует номер

K1 ∈ N такой, что

�εk(x, t) = 1 ∀x ∈ Iεk1
(t) ∀ k ≥ K1, при всех t ∈ [0, T ]. (48)

Возьмем k2 := max{K1, k1+1}, Eεk2 (t) := Iεk1
(t). По построению имеем Eεk2 (t) ⊂

O
εk2
− (t) и meas([0, 1] \Eεk2 (t)) ≤ εk1 при п.в. t ∈ (0, T ). Далее возьмем µ = εk2 и

повторим процедуру, т. е. построим Eεk3 (t) ⊂ O
εk3
− (t), Eεk2 (t) ⊂ Eεk3 (t) (в силу

(48)), meas
(
[0, 1] \ Eεk3 (t)

)
≤ εk2 . Продолжая процесс, сконструируем последо-

вательность

Eεkl (t) ⊂ O
εkl
− (t), Eεkl−1 (t) ⊂ Eεkl (t), meas([0, 1] \ Eεkl (t)) ≤ εkl−1

,

εkl
−→
l→∞

0 при t ∈ (0, T ).
(49)

Соотношения (49) — это утверждения (i) и (ii) теоремы с εl := εkl
.

Теорема 3 доказана. �
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REGULARITY AND APPROXIMATION

OF THE SOLUTION OF A ONE–SIDED PROBLEM

FOR THE BARENBLATT––ZHELTOV––KOCHINA

PSEUDOPARABOLIC OPERATOR

T. V. Sazhenkova, S. A. Sazhenkov,

and E. V. Sazhenkova

Abstract: We consider a one-sided problem for the Barenblatt–Zheltov–Kochina pseu-
doparabolic operator in the one-dimensional case, supplemented with smooth initial
data and homogeneous boundary conditions. This problem is formulated in the form
of a variational inequality. From the physical point of view, it models a non-stationary
process of filtration of a viscous fluid in a cracky-porous gallery with a restriction on
the modulus of the velocity of filtration through the cracks. The existence theorem for
a weak solution of this problem is known in the literature in both one-dimensional and
multidimensional cases and follows from the results obtained by M. Ptashnyk (Nonlin-
ear Anal., 2007, vol. 66, pp. 2653–2675) using the penalty method. In M. Ptashnyk’s
research, the penalty operator was chosen in a standard form, following the presenta-
tion in the monograph by J.-L. Lions “Quelques méthodes de résolution des problémes
aux limites non linéaires,” Paris: Dunod Gauthier-Villars, 1969 (Theorem 5.1 in Chap-
ter 3). In this article, we consider an approximate initial-boundary value problem for the
pseudoparabolic equation incorporating Kaplan’s penalty operator and study the family
of its solutions. Due to the specific structure of Kaplan’s operator, we obtain higher
regularity of the weak solution of the original problem as compared to the previously
known regularity properties, and also we find a strengthened property of approximat-
ing this solution by a sequence of solutions to the problem with Kaplan’s operator. In
addition, we establish that the one-sided condition imposed in the original problem is
satisfied by the approximate solution on a set of the spatial variable which monotone
grows with decrease of the small approximation parameter.
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Keywords: variational inequality, pseudoparabolic operator, weak solution, penalty
method, filtration.
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